Analiza matematyczna dla informatykéw 2
Definicje obowigzujace na egzaminie

Kamil Wylegata

26 stycznia 2010



Analiza matematyczna dla informatykéw 2 — definicje

Definicja 1: Liczba g jest granica ciggu liczbowego (x,,), o ile
Ve>0dngeNVn>ny,neN |z,—g|<e

Definicja 2: Niech z bedzie punktem skupienia zbioru X. Mowimy, ze y jest
granicg funkcji f : X — Y w punkcie x wtedy, gdy

Ve>03>0VzeX, z#4x d(z,x)<0=d(f(z),y) <e

Przyklad: Podaj definicje granicy funkcji f : R — R w punkcie 7.

lim, ;7 f(x) = y wtedy i tylko wtedy, gdy:
Ve>036>0VzeR le =7 <d=|f(z)—y|<e

Definicja 3: Funkcja f : X — Y jest cigglta w punkcie x € X, gdzie X,Y
to przestrzenie metryczne, wtedy i tylko wtedy, gdy:

Ve>03>0VzeX d(z,x)<d=d(f(z), f(z)) <e

Definicja 4: Dany jest ciag liczb (a,) wéwczas suma szeregu > o a,, nazy-
wamy granice ciagu sum czesciowych (s,), ze

n
lim s, = lim k.

Definicja 5: Pochodng w punkcie ¢ funkcji f : A — R, gdzie A C R nazy-
wamy granice ilorazu réznicowego:

_fE+h) = )
/ —

f1t) = Jim h
Definicja 6: Niech £ C R"” bedzie zbiorem otwartym a f : £ — R" bedzie
odwzorowaniem, z € E. Jedli istnieje takie odwzorowanie liniowe A : R" —
R™, ze

f @+ ) = fl@) — Ab]|

lim
h—0 Al

to mowimy, ze przeksztatcenie f jest rézniczkowalne w punkcie z. Odwzoro-
wanie A nazywamy pochodng odwzorowania f w punkcie x i oznaczamy:

f(x)=A  lub Df(z) = A.

0,

Jezeli f jest rozniczkowalna w dowolnym punkcie x € E, to méwimy, ze f
jest rézniczkowalna na F.
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Przyklad: Podaj definicje pochodnej funkcji f : R? — R w punkcie (0, 1).

Pochodng funkcji f : R? — R w punkcie (0,1) nazywamy takie odwzoro-
wanie liniowe A, ze:

L O R~ £(0,1) — AR

0
h—(0,0) 1Al

Definicja 7: Niech [a, b] bedzie danym przedziatem. Podziatem P przedziatu
la, b] nazywamy skonczony zbiér punktéw {xg,x1,...,z,} takich, ze

a=20<11<...<Tp1<xp=2>b

AZL‘j:JZj—ZL'j_l (jzl,,n>

Niech f bedzie ograniczona funkcja rzeczywista, okreslona na [a, b]. Kazdemu
podzialowi P przedziatu [a, b] odpowiadaja liczby

M;= sup f(z), m; = inf  f(x),

zj_1<r<ay Tj—1TITj

=1 j=1
Liczby U(f;P), L(f; P) nazywamy odpowiednio suma gorna i dolna Rieman-
na. Dalej

b
| f@yde = wtU(sP).

/bf(fc) dr = s%pL(f;P) ,

to odpowiednio catka gérna i catka dolna funkcji f.

Funkcje ograniczona f : [a,b] — R nazywamy calkowalna w sensie Riemanna
na przedziale [a,b] o ile jej catka dolna jest réwna calce gérnej i wtedy ta
wspélng warto$é nazywamy calka Riemanna funkeji f na przedziale [a, b] i
oznaczamy:

/abf(x)dx:/abf(x)dx:/bf(x)dx

a
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Definicja 8a: Niech D C R bedzie przedziatem i niech f: D — R. Funkcje
F: D — R nazywamy funkcjg pierwotng funkcji f, jezeli jest rézniczkowalna
i F'(x) = f(z). Calka nieoznaczong funkcji f nazywamy zbiér jej funkcji
pierwotnych i oznaczamy:

/ f(z)dx.
Definicja 8b: Calka nieoznaczona funkeji f(x), oznaczana symbolem

/f(x) dz

nazywamy wyrazenie F'(z)+C|, gdzie F'(z) = f(z) (F jest funkcja pierwotna
funkcji f), a C to dowolna stala.



